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Определение: Пусть M− непустое множество. Функция ρ : M×M→ R называется мет-
рикой на M, если для ∀x, y ∈M выполнено:

1. ρ(x, y) > 0, причём ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x), (свойство симметрии);

3. ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) для ∀z ∈M, (неравенство треугольника).

Определение: Множество M, снабжённое метрикой ρ, называется метрическим простран-
ством. Обозначение (M, ρ).

Определение: Расстоянием от точки x0 ∈ M до множества A ⊂ M называется число
ρ(x0, A) = inf

x∈A
ρ(x0, x).

Определение: Расстоянием между двумя подмножествами A, B ⊂M называется число
ρ(A, B) = inf

x∈A,y∈B
ρ(x, y).

Определение: Диаметром множества A называется число diamA = sup
x,y∈A

ρ(x, y).

2.1. • (непрерывность метрики)
Пусть A− подмножество метрического пространства (M, ρ). Докажите, что функция

ρ(x, y)− непрерывна на (M, ρ).

2.2. Покажите, что функция ρ(x, y)=
n∑
k=1

|xk − yk|
1 + |xk − yk|

задаёт метрику в пространстве Rn.

2.3. • Покажите, что функция ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

при 0 < p < 1 и n > 2 не

является метрикой в пространстве Rn, однако ρ(x, y) =
√
|x− y| будет метрикой на R.

2.4. Покажите, что функция ρ(m, n) =

1 +
1

m+ n
, если m 6= n;

0, если m = n;
задаёт метрику на

пространстве N. Проверьте, что данное метрическое пространство полное, и что в нём по-
следовательность замкнутых вложенных шаров Kn,1+1/2n имеет пустое пересечение.



2.5. Докажите, что функция ρ(f, g) =
∞∑
k=1

sup
[a;b]

∣∣f (k)(x)− g(k)(x)
∣∣

2k(1 + sup
[a;b]

∣∣f (k)(x)− g(k)(x)
∣∣) задаёт метрику

на множестве C∞[a; b], бесконечно дифференцируемых функций на отрезке [a; b].

2.6. Пусть ρ(f, g) =

 b∫
a

|f(x)− g(x)|pdx

1/p

, p > 1. Будет ли данная функция метрикой:

(а) • в пространстве кусочно-непрерывных на отрезке [a; b] функций?

(б) в пространстве кусочно-непрерывных на отрезке [a; b] функций с конечным числом

точек разрыва и таких, что f(a+0) = f(b−0) и f(x) =
1

2

(
f(x+0)+f(x−0)

)
при x ∈ (a; b)?

Определение: Линейное пространство L называется евклидовым пространством, если для
∀f, g ∈ L существует отображение (f, g) : L × L → R, называемое скалярным произведе-
нием, которое подчинено аксиомам:

1◦ (f, g) = (g, f), ∀f, g ∈ L;

2◦
(
αf + βg, h

)
= α(f, h) + β(g, h), ∀f, g, h ∈ L, ∀α, β ∈ R;

3◦ (f, f) > 0. Причем (f, f) = 0 ⇔ f ≡ 0.

Определение: Множество X называется линейным нормированным пространством, если:

1. X является линейным пространством над полем вещественных или комплексных чисел,

2. для ∀x ∈ X определено неотрицательное число ‖x‖, называемое нормой элемента x,
удовлетворяющее аксиомам нормы:

(а) ‖x‖ = 0 ⇔ x ≡ 0;

(б) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖;

(в) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, ∀λ ∈ R (∈ C).

Теорема: Любое евклидово пространство можно сделать нормированным, положив
‖f‖ =

√
(f, f) для ∀f .

Определение: Две нормы ‖x‖1 и ‖x‖2 называются эквивалентными, если ∃C1, C2− посто-
янные, такие что: C1 · ‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C2 · ‖x‖2.

Определение: Два элемента f и g евклидового пространство называются ортогональными,
если (f, g) = 0. Обозначение f ⊥ g.



2.7. • (тождество параллелограмма)
Пусть X− линейное нормированное пространство. Докажите, что на X можно ввести ска-

лярное произведение (x, y), согласованное с нормой этого пространства (т.е. ‖x‖ =
√
(x, x))

тогда и только тогда, когда для ∀x, y ∈ X выполнено следующее тождество:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

2.8. (тождество Апполония)
Докажите, что в евклидовом пространстве имеет место тождество:

2 ‖z − x‖2 + 2 ‖z − y‖2 = ‖x− y‖2 + 4

∥∥∥∥z − x+ y

2

∥∥∥∥2 .
2.9. (теорема Пифагора)
Покажите, что в евклидовом пространстве элементы x и y ортогональны тогда и только

тогда, когда
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Определение: C[a; b]− пространство непрерывных функций f(x), заданных на отрезке
[a; b], с введённой на нём нормой ‖f‖C = max

[a; b]
|f(x)|.

Определение: l1− пространство последовательностей x = (x1, . . . , xn, . . .) таких, что ряд
∞∑
k=1

|xk| сходится, с введённой на нём нормой ‖f‖1 =
∞∑
k=1

|xk|.

2.10. Покажите, что:
(а) в пространстве C[0; 1] нельзя ввести скалярное произведение, согласующееся с нор-

мой этого пространства;

(б) • то же самое для пространства l1.

2.11. Пусть на множестве интегрируемых в отрезке [a; b] функций введено скалярное
произведение:

(f, g) =

b∫
a

f(t) · g(t) dt.

Назовём полученное пространство R[a; b].

(а) Определите значения {α, β} ⊂ R, при которых функции f(t) = 1 + αt, g(t) =

1 + βt, t ∈ [0; 1] ортогональны в R[0; 1]?

(б) При каких значениях {m, n} ⊂ N функции f(t) = sinmt, g(t) = cosnt, t ∈ [0; 2π]



ортогональны в R[0; 2π]?

(в) • При каких значениях {m, n} ⊂ N функции f(t) = sinmt, g(t) = cosnt, t ∈
[
0;

5π

2

]
ортогональны в R

[
0;

5π

2

]
?

2.12. Рассмотрим пространство функций f(x), имеющих на отрезке [a; b] непрерывные
производные до k−го порядка включительно. Введём в нём две нормы, полагая:

‖f‖1 =
k∑
i=0

max
[a; b]
|f i(x)|, ‖f‖2 = max

i=0,k

{
max
[a; b]
|f i(x)|

}
.

Будут ли эти нормы эквивалентными?

Определение: Будем говорить, что функция f(x) удовлетворяет на отрезке [a; b] условию
Липшица с показателем α, 0 < α 6 1, если для колебания этой функции выполнено
условие:

ω(δ, f) = sup
x1,x2∈[a;b],|x1−x2|<δ

|f(x1)− f(x2)| = o
(
δα
)
.

2.13. ? Покажите, что на множестве функций, определенных на отрезке [a; b] и удо-
влетворяющих условию Липшица с показателем α, 0 < α 6 1, можно ввести метрику по
формуле:

ρ(f ; g) = sup
[a;b]

|f(x)− g(x)| + sup
x1,x2∈[a;b],x1 6=x2

|f(x1)− g(x1)− f(x2) + g(x2)|
|x1 − x2|α

.

Полученное пространство называется пространством Зигмунда-Гёльдера. Обозначение:
Hα[a; b].


