
Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1
“×èñëåííîå ðåøåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà”
Çàäàíèå

1. Ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðåäëîæåííûìè â âàðèàíòå êðàåâîé çàäà÷åé è ðàçíîñòíîé ñõåìîé (ñì.
îòäåëüíûé ôàéë ñ âàðèàíòàìè çàäàíèé) è îäíîøàãîâûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì (ñì.
íèæå) è âûïîëíèòü ñëåäóþùèå òåîðåòè÷åñêèå çàäàíèÿ.

à) Âûâåñòè èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøåíèÿ çàäàííîé êðàåâîé çàäà÷è. Óáåäèòü-
ñÿ â ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè âîçíèêøåé áèëèíåéíîé ôîðìû çàäà÷è.

á) Âûâåñòè ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî äëÿ ðåøåíèÿ çàäàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Óáå-
äèòüñÿ â ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âîçíèêøåé áèëèíåéíîé
ôîðìû ñõåìû.

â) Âûâåñòè îöåíêó ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè îäíîãî èç êðàåâûõ óñëîâèé Ðîáèíà
(èëè Íåéìàíà), ïðèñóòñòâóþùåãî â êðàåâîé çàäà÷å.

Ïðè îòñóòñòâèè òàêèõ êðàåâûõ óñëîâèé äàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
óðàâíåíèÿ.

ã) Âûâåñòè ôîðìóëû çàäàííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, ñïåöèôèöèðîâàííûå äëÿ çà-
äàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåãî.

Ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû vij, 0 6 i 6 N , 0 6 j 6 M óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ
óñëîâèé. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äîëæíà ðåøàòüñÿ ïðè ïîìîùè çàäàííîãî îä-
íîøàãîâîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñëåäóåò õðàíèòü è îá-
ðàáàòûâàòü êàê äâóìåðíûå (à íå îäíîìåðíûå) ìàññèâû. Ðåàëèçàöèÿ âñåõ ìåòîäîâ íå
ïðåäïîëàãàåò ÿâíîå ôîðìèðîâàíèå è õðàíåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ íåñòàíäàðòíî:

äëÿ ìåòîäîâ Çåéäåëÿ è ðåëàêñàöèè íàäî â ñèëó îñíîâíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (ò.å àï-
ïðîêñèìàöèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà è Ðîáèíà)
âûðàçèòü èñêîìûå êîìïîíåíòû âåêòîðà k + 1-ãî ïðèáëèæåíèÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå

åãî êîìïîíåíòû è êîìïîíåíòû âåêòîðà k-ãî ïðèáëèæåíèÿ; ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
äâóìåðíûå ìàññèâû òåì èëè èíûì îáðàçîì ìûñëåííî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ êàê îäíî-
ìåðíûå;

äëÿ ìåòîäîâ ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì, ñêîðåéøåãî ñïóñêà (îáà âàðèàíòà), ìèíè-
ìàëüíûõ íåâÿçîê (îáà âàðèàíòà) íàäî òîëüêî óìåòü ïðèìåíÿòü ìàòðèöó ñèñòåìû
ê íåêîòîðîìó âåêòîðó, ò.å âû÷èñëÿòü ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, ñòîÿùèå â àïïðîêñèìà-
öèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà è Ðîáèíà, è (åñëè
ýòî íåîáõîäèìî) çàòåì âû÷èòàòü èç ðåçóëüòàòà çàäàííûå ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ àïïðîê-
ñèìàöèé.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì, ñêîðåéøåãî ñïóñêà, ìèíèìàëü-
íûõ íåâÿçîê ñèñòåìà äîëæíà èìåòü ìàòðèöó A = AT > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçà-
íèÿ ïî ïðåäâàðèòåëüíîìó ìàñøòàáèðîâàíèþ óðàâíåíèé ñèñòåìû äàíû äëÿ êàæäîé
èç ãðóïï âàðèàíòîâ çàäàíèÿ ïîñëå îïèñàíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Äëÿ âñåõ ìåòîäîâ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñåòî÷íûì óñëî-

âèÿì Äèðèõëå (â îñòàëüíûõ óçëàõ åãî ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, íóëåì). Ïîñëåäó-
þùèå ïðèáëèæåíèÿ â óçëàõ, ãäå çàäàåòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå, íå äîëæíû ìåíÿòüñÿ

1



â ïðîöåññå èòåðàöèé. Êðîìå òîãî, â ìåòîäàõ ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì, ñêîðåéøåãî
ñïóñêà, ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (îáà âàðèàíòà) íåâÿçêè è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà
âåêòîð íå äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ â óçëàõ, ãäå çàäàåòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå, à ñêàëÿð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ äîëæíû áðàòüñÿ ïî âñåì óçëàì, êðîìå òåõ, ãäå çàäàåòñÿ óñëîâèå
Äèðèõëå (ò.å. ãäå âûïèñûâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà èëè Ðîáèíà).

2. Ïîäãîòîâèòü òåñò ðåøåíèé âèäà u(x, y) = d0+d1x+d2y (â ñëó÷àå äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò), u(r, ϕ) = d0 + d1r + d2ϕ (â ñëó÷àå ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò) èëè
u(r, z) = d0 + d1r + d2z (â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò), íà êîòîðûõ
ðåøåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äàæå íà
ãðóáûõ ñåòêàõ (â ïðåäåëàõ âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè).

3. Íàïèñàòü ïðîãðàììó â ñðåäå Ìàòêàä-14 äëÿ ïðèáëèæåííîãî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ε > 0 âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû çàäàííûì ìåòîäîì. Ïîñòàðàòüñÿ ðåàëè-
çîâàòü ìåòîä ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî. Èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíîå äëÿ çàäàííîãî

ìåòîäà êîëè÷åñòâî ìàññèâîâ ñ äâóìÿ èíäåêñàìè.

Ïðåäñòàâèòü ðàáî÷èé ëèñò Ìàòêàä-14 ñ ðåçóëüòàòàìè âûïîëíåíèÿ òåñòà íà ãðóáûõ
ñåòêàõ (íå áîëåå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ óçëîâ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ) ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðè:

à) d0 6= 0, d1 = d2 = 0;

á) d1 6= 0, d0 = d2 = 0;

â) d2 6= 0, d0 = d1 = 0

ñ 3D ãðàôèêàìè íàéäåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòè. Çíà÷åíèÿ
N è M áðàòü â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Ïðîñëåäèòü çà ðîñòîì êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé k0(ε) ñ óìåíüøåíèåì ε äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ε.

Äîïîëíèòåëüíî ïîäãîòîâèòü àíèìàöèè 3D ãðàôèêîâ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè, ïîçâîëÿþùèõ ïðîñëåäèòü çà ïðîöåññîì
ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ýòîãî âñå ïðèáëèæåíèÿ çàïèñûâàòü â êà÷åñòâå ýëå-
ìåíòîâ íåêîòîðîãî îäíîìåðíîãî ìàññèâà. Ìàñøòàá ïî îñè çíà÷åíèé â íèõ äîëæåí
áûòü çàðàíåå ïîäîáðàí è íå ìåíÿòüñÿ â õîäå àíèìàöèè. Â ïîëå àíèìàöèè âêëþ÷èòü
âûäà÷ó òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà FRAME (ôàêòè÷åñêè íîìåðà èòåðàöèè).

4. Ðåøåíèå ïðåäëîæåííûõ â âàðèàíòàõ êðàåâûõ çàäà÷ çàâèñèò îò 4 ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé
è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ f . Òðåáóåòñÿ ðåøèòü 3 çàäà÷è:

Ãðóïïà 471ÏÌ ðåøàåò 3 çàäà÷è, â êîòîðûõ:

1) ôóíêöèè g0 (èëè q0) è g3 (èëè q3) � íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå, à îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå
ôóíêöèè è f íóëåâûå;

2) ôóíêöèè g1 (èëè q1) è g2 (èëè q2) � íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå, à îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå
ôóíêöèè è f íóëåâûå;

3) ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò ïåðâîé êîîðäèíàòû, ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé
íà ëåâîé ïîëîâèíå îòðåçêà èçìåíåíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû è ðàâíà 0 íà ïðàâîé åãî
ïîëîâèíå, à âñå ãðàíè÷íûå ôóíêöèè íóëåâûå.

Ãðóïïà 472ÏÌ ðåøàåò 3 çàäà÷è, â êîòîðûõ:
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1) ôóíêöèè g0 (èëè q0) è g2 (èëè q2) � íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå, à îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå
ôóíêöèè è f íóëåâûå;

2) ôóíêöèè g1 (èëè q1) è g3 (èëè q3) � íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå, à îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå
ôóíêöèè è f íóëåâûå;

3) ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò âòîðîé êîîðäèíàòû, ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé
íà ïðàâîé ïîëîâèíå îòðåçêà èçìåíåíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû è ðàâíà 0 íà ëåâîé åãî
ïîëîâèíå, à âñå ãðàíè÷íûå ôóíêöèè íóëåâûå.

Ïîäãîòîâèòü òðåõìåðíûå ãðàôèêè íàéäåííûõ ðåøåíèé è àíèìàöèè, èëëþñòðèðóþ-
ùèå ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé (êàê è â òåñòàõ).

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è ñ ó÷åòîì ñïå-
öèôèêè âàðèàíòîâ.

1 Îäíîøàãîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b

ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A = AT > 0 ïîðÿäêà n.
Âî âñåõ èñïîëüçóåìûõ â çàäàíèè îäíîøàãîâûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ çàäàåòñÿ ïðîèç-

âîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0. Êîíêðåòíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñî-
áîì âû÷èñëåíèÿ ïî èçâåñòíîìó ïðèáëèæåíèþ xk íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ xk+1. Äëÿ çàäàííîé
òî÷íîñòè ε > 0 èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ k = 0, 1, . . . , k0(ε) äî óäîâëåòâîðåíèÿ ïðåäëî-
æåííîãî ïðàêòè÷åñêîãî óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé.

1.1 Ìåòîä Çåéäåëÿ

Ìåòîä Çåéäåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

xk+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
i −

n∑
j=i+1

aijx
k
i

)
, i = 1, . . . , n.

Ïåðâàÿ èç ñóìì ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0 ïðè i = 1, à âòîðàÿ � ïðè i = n.

1.2 Ìåòîä ðåëàêñàöèè

Â ìåòîäå ðåëàêñàöèè ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå

x̃k+1
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1
i −

n∑
j=i+1

aijx
k
i

)
, i = 1, . . . , n.

Ïåðâàÿ èç ñóìì ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0 ïðè i = 1, à âòîðàÿ � ïðè i = n. Çàòåì íîâîå ïðèáëè-
æåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

xk+1 = ωx̃k+1 + (1− ω)xk,

ãäå ω ∈ (0, 1] � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè.
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1.3 Ìåòîä ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì

Ìåòîä ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

xk+1
i = xki − τrki , i = 1, . . . , n,

ãäå

rki ≡ (Axk − b)i =
n∑

j=1

aijx
k
j − bi, i = 1, . . . , n,

à τ � ïàðàìåòð ìåòîäà. Â äàííîì çàäàíèè ðåêîìåíäóåòñÿ åãî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
τ = 1/‖A‖∞, ãäå

‖A‖∞ = max
16i6n

n∑
j=1

|aij|.

1.4 Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà (âàðèàíò À)

Â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà (âàðèàíò À) ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð íåâÿçêè

rki ≡ (Axk − b)i =
n∑

j=1

aijx
k
j − bi, i = 1, . . . , n.

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

αk =

n∑
i=1

(rki )
2

n∑
i=1

yki r
k
i

, ãäå yki ≡ (Ark)i =
n∑

j=1

aijr
k
j , i = 1, . . . , n

è íîâîå ïðèáëèæåíèå
xk+1 = xk − αkr

k.

Â äàííîì âàðèàíòå ìåòîäà äëÿ õðàíåíèÿ âåëè÷èí yki ìàññèâ íå çàâîäèòñÿ.

1.5 Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà (âàðèàíò Á)

Â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà (âàðèàíò Á) òîëüêî íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ âåê-
òîð íåâÿçêè ïî ôîðìóëå

r0i ≡ (Ax0 − b)i =
n∑

j=1

aijx
0
j − bi, i = 1, . . . , n.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð

yki ≡ (Ark)i =
n∑

j=1

aijr
k
j , i = 1, . . . , n.

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

αk =

∑n
i=1(r

k
i )

2∑n
i=1 y

k
i r

k
i

è äâà âåêòîðà
xk+1 = xk − αkr

k,

rk+1 = rk − αky
k.
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1.6 Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (âàðèàíò À)

Â ìåòîäå ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (âàðèàíò À) ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð íåâÿçêè

rki ≡ (Axk − b)i =
n∑

j=1

aijx
k
j − bi, i = 1, . . . , n.

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

βk =

n∑
i=1

rki y
k
i

n∑
i=1

(yki )
2

, ãäå yki ≡ (Ark)i =
n∑

j=1

aijr
k
j , i = 1, . . . , n

è íîâîå ïðèáëèæåíèå
xk+1 = xk − βkrk.

Â äàííîì âàðèàíòå ìåòîäà äëÿ õðàíåíèÿ âåëè÷èí yki ìàññèâ íå çàâîäèòñÿ.

1.7 Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (âàðèàíò Á)

Â ìåòîäå ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (âàðèàíò Á) òîëüêî íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ
âåêòîð íåâÿçêè ïî ôîðìóëå

r0i ≡ (Ax0 − b)i =
n∑

j=1

aijx
0
j − bi, i = 1, . . . , n.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð

yki ≡ (Ark)i =
n∑

j=1

aijr
k
j , i = 1, . . . , n.

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

βk =

n∑
i=1

rki y
k
i

n∑
i=1

(yki )
2

è äâà âåêòîðà
xk+1 = xk − βkrk,

rk+1 = rk − βkyk.
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