
Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Ïðèêëàäíàÿòåîðèÿ ðåøåòîêÑ.Î. ÊóçíåöîâÒåìà 1. Îòíîøåíèÿ è ãðà�û

ÏÒ� 1 � p. 1



Öåëü êóðñà

Çíàêîìñòâî ñ îñíîâàìè òåîðèè ðåøåòîê è åå ïðèëîæåíèÿìè â îáëàñòèàíàëèçà äàííûõ

Îáçîð êóðñà1. Îòíîøåíèÿ è óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâàÎñíîâíûå ïîíÿòèÿ: îòíîøåíèå, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê2. �åøåòêèÎñíîâíûå òåìû: èí�èìóì, ñóïðåìóì, òèïû ðåøåòîê3. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ �àëóàÎñíîâíîé ïðèìåð: ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îáúåêòàìè è èõ ïðèçíàêàìè
ÏÒ� 1 � p. 2



Îáçîð êóðñà

4. Àíàëèç �îðìàëüíûõ ïîíÿòèé (ÀÔÏ)Îñíîâíàÿ òåìà: ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ, îáúåì ïîíÿòèÿ, ðåøåòêà ïîíÿòèéè åå äèàãðàììà5. Èìïëèêàöèè è �óíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòèÎñíîâíàÿ òåìà: òî÷íûå çàâèñèìîñòè â äàííûõ6. Ìîäåëè ïîëó÷åíèÿ çíàíèé èç äàííûõ íà îñíîâå ÔÀÏÎñíîâíûå òåìû: Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà, ìàøèííîå îáó÷åíèå,ïðèëîæåíèÿ â íàóêàõ îá îáùåñòâå è íàóêàõ î æèçíè
ÏÒ� 1 � p. 3



Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

Äåêàðòîâî (ïðÿìîå) ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B: ìíîæåñòâîóïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A, à âòîðîé - B:

A × B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.Áèíàðíîå îòíîøåíèå R èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B - ïîäìíîæåñòâîäåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ A è B: R ⊆ A × B.Èí�èêñíàÿ �îðìà çàïèñè îòíîøåíèÿ R: aRb ⇔ (a, b) ∈ R ⊆ A × B.Åñëè A = B, òî ãîâîðÿò, ÷òî R åñòü îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A.Òîæäåñòâåííîå îòíîøåíèå I := {(a, a) | a ∈ A)}.Óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå U := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ A)}.

ÏÒ� 1 � p. 4



Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé

Ìàòðèöà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿÏóñòü R ⊆ A × A. Îòíîøåíèå R ïðåäñòàâèìî â âèäå ìàòðèöû
R · · · aj · · ·... ...

ai · · · εij...

εij =

{
1, åñëè (ai, aj) ∈ R

0, åñëè (ai, aj) 6∈ R

ÏÒ� 1 � p. 5



Ïðîèçâîäíûå îòíîøåíèÿ R ⊆ A × A

îáðàòíîå îòíîøåíèå

Rd := {(a, b) | (b, a) ∈ R}äîïîëíåíèå îòíîøåíèÿ

Rc = R := {(a, b) | (a, b) 6∈ R}îòíîøåíèå íåñðàâíèìîñòè

IR = A × A \ (R ∪ Rd) = (R ∪ Rd)c = Rc ∩ Rcdïðîèçâåäåíèå îòíîøåíèé

P · R = {(x, y) | ∃z (x, z) ∈ P, (z, y) ∈ R}ñòåïåíü îòíîøåíèÿ

Rn = R · R · . . . · R
︸ ︷︷ ︸

n ðàçòðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ
RT = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ . . . =

∞⋃

i=1
Ri ÏÒ� 1 � p. 6



Ôóíêöèè

Îòíîøåíèå f ⊆ A × B åñòü �óíêöèÿ èç A â B (îáîçíà÷àåòñÿ f : A → B)åñëè äëÿ êàæäîãî a ∈ A íàéäåòñÿ b ∈ B, òàêîå ÷òî (a, b) ∈ f è
(a, b) ∈ f, (a, c) ∈ f ⇒ b = cÔóíêöèÿ f : A → B íàçûâàåòñÿèíúåêöèåé (îòîáðàæåíèåì â), åñëè b = f(a1) è b = f(a2) ⇒ a1 = a2;ñþðúåêöèåé (îòîáðàæåíèåì íà), åñëè äëÿ ëþáîãî b èç B ñóùåñòâóåò a èç

A, òàêîé ÷òî b = f(a) (èëè ∀b ∈ B ∃a ∈ A b = f(a));áèåêöèåé, åñëè îíà ñþðúåêöèÿ è èíúåêöèÿ.

ÏÒ� 1 � p. 7



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé
A B

îòíîøåíèå, íî íå �óíêöèÿ

A B

èíúåêöèÿ, íî íå ñþðúåêöèÿ

A B

ñþðúåêöèÿ, íî íå èíúåêöèÿ
A B

áèåêöèÿ

ÏÒ� 1 � p. 8



Ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Ïóñòü R ⊂ A × A. Òîãäà R íàçûâàåòñÿ

ðå�ëåêñèâíûì, åñëè ∀a ∈ A aRaàíòèðå�ëåêñèâíûì, åñëè ∀a ∈ A ¬(aRa) (⇔ aRca)ñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀a, b ∈ A aRb ⇒ bRaàñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀a, b ∈ A aRb ⇒ ¬(bRa) (⇔ bRca)àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀a, b ∈ A aRb & bRa ⇒ a = bòðàíçèòèâíûì, åñëè ∀a, b, c ∈ A aRb & bRc ⇒ aRcïîëíûì, èëè ëèíåéíûì, åñëè ∀a, b ∈ A a 6= b ⇒ aRb ∨ bRa.
ÏÒ� 1 � p. 9



Âèäû áèíàðíûõ îòíîøåíèé
◦ Òîëåðàíòíîñòü - ðå�ëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå;
◦ Ýêâèâàëåíòíîñòü - ðå�ëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîåáèíàðíîå îòíîøåíèå;

◦ Êâàçèïîðÿäîê èëè ïðåäïîðÿäîê - ðå�ëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîåáèíàðíîå îòíîøåíèå;

◦ ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê - ðå�ëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå èàíòèñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå;
◦ Ñòðîãèé ïîðÿäîê - àíòèðå�ëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîåîòíîøåíèå.

ÏÒ� 1 � p. 10



Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ãðà�àìè

Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� (îðãðà�) G - ýòî ïàðà âèäà (V,A), ãäå Víàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà�à, à A ⊆ V × V íàçûâàåòñÿìíîæåñòâîì äóã (îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð) ãðà�à G.Îðèåíòèðîâàííûå ãðà�û ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ïðåäñòàâëÿþò îòíîøåíèÿíà ìíîæåñòâå V .

ÏÒ� 1 � p. 11



Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ãðà�àìè

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� - ýòî ïàðà âèäà G = (V,E). Ìíîæåñòâî Víàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà�à. Ìíîæåñòâî
E = {{v, u} | v, u ∈ V } ∪ E0, ãäå E = {{v, u} | v, u ∈ V } - ìíîæåñòâîíåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîìðåáåð, à E0 ⊆ V - ìíîæåñòâîì ïåòåëü. Åñëè E0 = ∅, òî G íàçûâàåòñÿãðà�îì áåç ïåòåëü.Íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà�û ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ïðåäñòàâëÿþòñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå V , ò.å. R ⊆ V × V :

(a, b) ∈ R ⇔ (b, a) ∈ R.

ÏÒ� 1 � p. 12



Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðà�îâ

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè (âåðøèí) ãðà�à(Îðèåíòèðîâàííûé) ãðà� G = (V,E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû

· · · vj · · ·... ...

vi · · · εij...

εij =

{
1, åñëè (vi, vj) ∈ E

0, åñëè (vi, vj) 6∈ E

Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å εij = εji

ÏÒ� 1 � p. 13



Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðà�îâ

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðà�à(Îðèåíòèðîâàííûé) ãðà� G = (V,E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû

· · · ej · · ·... ...

vi · · · εij...

εij =







−1, åñëè ∃vk ∈ V : ej = (vi, vk)

1, åñëè ∃vk ∈ V : ej = (vk, vi)

0, åñëè vi 6∈ ejÄëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à
εij =

{
1, åñëè vi ∈ ej

0, åñëè vi 6∈ ejÂåðøèíà vi èíöèäåíòíà äóãå (ðåáðó) ej åñëè εij 6= 0. ÏÒ� 1 � p. 14



Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ãðà�àìè

Îðèåíòèðîâàííûé äâóäîëüíûé ãðà� - ýòî ïàðà âèäà (V,A), ãäå
V = V1 ∪ V2 è V1 ∩ V2 = ∅ è A ⊆ V1 × V2, ò.å. ëþáàÿ äóãà èç A ñîåäèíÿåòâåðøèíó èç V1 
 âåðøèíîé èç V2. Ìíîæåñòâà V1 è V2 íàçûâàþòñÿ äîëÿìèãðà�à.Îðèåíòèðîâàííûå äâóäîëüíûå ãðà�û íà äîëÿõ V1, V2 ïðåäñòàâëÿþòáèíàðíûå îòíîøåíèÿ èç V1 â V2.

ÏÒ� 1 � p. 15



Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ãðà�àìè

Íåîðèåíòèðîâàííûé äâóäîëüíûé ãðà� - ýòî ïàðà âèäà (V,E), ãäå V -ìíîæåñòâî âåðøèí, V = V1 ∪ V2 V1 ∩ V2 = ∅, à E = {{v1, v2} | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2}- ìíîæåñòâî íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç V1 
âåðøèíàìè èç V2.Íåîðèåíòèðîâàííûå äâóäîëüíûå ãðà�û íà äîëÿõ V1, V2 ïðåäñòàâëÿþòñèììåòðè÷íûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ èç V1 â V2.(Íåîðèåíòèðîâàííûé) ïîëíûé ãðà� - (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðà�

G = (V,E), â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ñâÿçàíà ðåáðîì.Ïîëíûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ïðåäñòàâëÿåò óíèâåðñàëüíîåîòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå V .

ÏÒ� 1 � p. 16



Êëàññû òîëåðàíòíîñòè

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî M è îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè íà M × M .Êëàññ òîëåðàíòíîñòè - ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ M , âñåïàðû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îòíîøåíèþ.�ðà�îâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ - ìàêñèìàëüíî ïîëíûé ïîäãðà�íåîðèåíòèðîâàíîãî ãðà�à ñ ïåòëÿìè.

ÏÒ� 1 � p. 17



Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèåíèÿ

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè - ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M ,ýêâèâàëåíòíûõ íåêòîðîìó ýëåìåíòó x ∈ M .�ðà�îâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ - ñâÿçàííàÿ êîìïîíåíòà ãðà�à.�àçáèåíèåì ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {M1, . . . ,Mn},òàêîå ÷òî

⋃

i∈[1,n]

Mi = M, ∀i, j ∈ [1, n]Mi ∩ Mj = ∅.

Ìåæäó ðàçáèåíèÿìè è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè íà ìíîæåñòâå M ñóùåñòâóåòâçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

ÏÒ� 1 � p. 18



×àñòè (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ãðà�îâ

�ðà� H = (VH , EH) åñòü ÷àñòü (ïîäãðà�) ãðà�à G = (VG, EG) åñëè è âñåâåðøèíû è ðåáðà H ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî âåðøèíàìè è ðåáðàìè G, ò.å.

VH ⊆ VG è EH ⊆ EG.�ðà� H = (VH , EH) åñòü (èíäóöèðîâàííûé) ïîäãðà� ãðà�à
G = (VG, EG) åñëè H åñòü ÷àñòü (ïîäãðà�) G, à ðåáðàìè H ÿâëÿþòñÿ âñåðåáðà G, îáå êîíöåâûå âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò â H.

ÏÒ� 1 � p. 19



Ïóòè è ñâÿçíîñòü â íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ

ìàðøðóò (ïóòü) - ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è ðåáåðãðà�à âèäà v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk, â êîòîðîé êàæäûå äâà ñîñåäíèõ ðåáðàèìåþò îáùóþ âåðøèíó.öåïü - ìàðøðóò, â êîòîðîì âñå ðåáðà ðàçëè÷íû.ïðîñòàÿ öåïü - ìàðøðóò â êîòîðîì âñå âåðøèíû (à, ñëåäîâàòåëüíî, èðåáðà) ðàçëè÷íû.Äâå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ñâÿçàíûìè åñëè ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùàÿ èõ(ïðîñòàÿ) öåïü.�ðà� ñâÿçàí åñëè âñå ïàðû âåðøèí ñâÿçàíû.ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðà�à - ìàêñèìàëüíîå (ïî âëîæåíèþ) ìíîæåñòâîâåðøèí ãðà�à, êàæäàÿ ïàðà êîòîðûõ ñâÿçàíà.Ñâÿçàíàÿ êîìïîíåíòà ãðà�à ñîîòâåòñòâóåò êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè íàìíîæåñòâå âåðøèí ïî îòíîøåíèþ �áûòü ñâÿçàíûì".

ÏÒ� 1 � p. 20



Ïóòè è ñâÿçíîñòü â îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ

(îðèåíòèðîâàííûé) ìàðøðóò èëè (îðèåíòèðîâàííûé) ïóòü -÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è äóã ãðà�à âèäà
v0, a1, v1, a2, v2, . . . , ak, vk, â êîòîðîé êîíåö ëþáîé äóãè (êðîìå, áûòü ìîæåò,ïîñëåäíåé) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ñëåäóþùåé äóãè, òî åñòü ai = (vi−1, vi).öåïü - ìàðøðóò, â êîòîðîì âñå äóãè ðàçëè÷íû.ïðîñòàÿ öåïü - ìàðøðóò â êîòîðîì âñå âåðøèíû (à, ñëåäîâàòåëüíî, èðåáðà) ðàçëè÷íû.Âåðøèíà vj äîñòèæèìà èç âåðøèíû vi åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü ñ íà÷àëîì â

vi è êîíöîì â vj (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåðøèíà äîñòèæèìà èç ñåáÿ ñàìîé).�ðà� ñèëüíî ñâÿçàí åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû äîñòèæèìû äðóã èç äðóãà.�ðà� îäíîñòîðîííå ñâÿçàí åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí åñòüäîñòèæèìîñòü õîòÿ áû â îäíó ñòîðîíó.

ÏÒ� 1 � p. 21



Öèêëû

(îðèåíòèðîâàííûé) öèêë - (îðèåíòèðîâàííûé) ïóòü - ïóòü, â êîòîðîìïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò.ïðîñòîé öèêë - öèêë, â êîòîðîì ëþáàÿ âåðøèíà âñòðå÷àåòñÿ íå áîëååîäíîãî ðàçà.íåîðèåíòèðîâàííûé öèêë (êîíòóð) â îðèåíòðèðîâàííîì ãðà�å -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è äóã îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à, êîòîðàÿïðåîáðàçîâàòü â îðèåíòèðîâàííûé öèêë èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè íåêîòîðûõäóã.àöèêëè÷åñêèé ãðà� - îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, íå ñîäåðæàùèéîðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.Àöèêëè÷åñêèìè ãðà�àìè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êâàçèïîðÿäêè è ÷àñòè÷íûåïîðÿäêè (ïðè ýòîì ïåòëè íå èçîáðàæàþòñÿ), à òàêæå ñòðîãèå ïîðÿäêè.
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Äåðåâüÿ

(Íåîðèåíòèðîâàííîå) äåðåâî - íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� áåç öèêëîâ.Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî - îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, â êîòîðì íåò öèêëîâ(êàê îðèåíòèðîâàííûõ òàê è íåîðèåíòèðîâàííûõ).Êîðíåâîå äåðåâî äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿêîðíåì.Â êîðíåâîì äåðåâå âûäåëåíî íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì, ïîýòîìóêîðíåâîå äåðåâî ìîæíî ñ÷èòàòü îðèåíòèðîâàííûì.Çâåçäà - äåðåâî âèäà G = (V,E), ãäå V = {v0} ∪ V1, E = {{v0, vi} | vi ∈ V1}.
ÏÒ� 1 � p. 23



Óïðàæíåíèÿ

◦ Îïðåäåëèòü êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îòíîøåíèå
Q := {(m,n) | m,n ∈ N & m = n2}

◦ Íàéòè ÷èñëî èíúåêöèé èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A â êîíå÷íîåìíîæåñòâî B, ñ÷èòàÿ ÷òî |A| < |B|.
◦ Íàéòè ÷èñëî ÷àñòåé (íåèíäóöèðîâàííûõ ïîäãðà�îâ) êîíå÷íîãî ãðà�à ñìíîæåñòâîì ðåáåð E.

◦ Ñòåïåíüþ âåðøèíû (íåîðèåíòèðîâàííîãî) ãðà�à íàçûâàåòñÿ ÷èñëîðåáåð, èíöèäåíòíûõ äàííîé âåðøèíå. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîìãðà�å ÷èñëî âåðøèí ñ íå÷åòíîé ñòåïåíüþ ÷åòíî.
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Ëèòåðàòóðà ïî îòíîøåíèÿì è ãðà�àì

Ô.Ò. Àëåñêåðîâ, Ý.Ë. Õàáèíà, Ä.À. Øâàðö, Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, ãðà�û èêîëëåêòèâíûå ðåøåíèÿ, Ì., �Ó-ÂØÝ, 2006.Ñ.Â. Ñóäîïëàòîâ, Å.Â. Îâ÷èííèêîâà, Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, Ìîñêâà -Íîâîñèáèðñê, ÈÍÔ�À-Ì - Í�ÒÓ, 2007.�. Áèðêãî�, Ò.Ê. Áàðòè, Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà, Ì., Ëàíü, 2005.(�ëàâû 1,2)À.À. Çûêîâ, Îñíîâû òåîðèè ãðà�îâ, Ì., Íàóêà, 1987.Î. Îðå, Òåîðèÿ ãðà�îâ, Ì., Ìèð, 1965. (�ëàâû 1,2,10)Ô. Õàðàðè, Òåîðèÿ ãðà�îâ, Ì., Ìèð, 1973.
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