
Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Ïðèêëàäíàÿòåîðèÿ ðåøåòîê.Ñ.Î. ÊóçíåöîâÒåìà 2. Ïîðÿäêè, èõ ãðà�û è äèàãðàììû
ÏÒ� 2 � p. 1



Êâàçèïîðÿäêè

Êâàçèïîðÿäîê - ðå�ëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.Êâàçèïîðÿäîê E çàäàåò îòíîøåíèå E ∪ D, ÿâëÿþùååñÿ îòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè.Ïðèìåðû.1. Ëîãèêà: îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè ⊢.
x̄ ∨ (x → y) ⊢ x̄ ∨ yx̄ ∨ y ⊢ x̄ ∨ (x → y),îäíàêî �îðìóëû x̄ ∨ (x → y) è x̄ ∨ y (ñèíòàêñè÷åñêè) ðàçëè÷íû.2. Ìèêðîýêîíîìèêà: îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ïðîäóêòîâûõ íàáîðàõ3. Òåîðèÿ ãðà�îâ: îòíîøåíèå "èçîìîð�èçì ïîäãðà�ó".

ÏÒ� 2 � p. 2



Êâàçèïîðÿäêè

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè êâàçèïîðÿäêàñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ äâóõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè π, σ èìååò ìåñòî
π � σ åñëè p ⊳ s äëÿ âñåõ p ∈ π, s ∈ σ.

Óòâåðæäåíèå. Îòíîøåíèå � íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàâàåìûõêâàçèïîðÿäêîì, ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì, òðàíçèòèâíûì èàíòèñèììåòðè÷íûì.

ÏÒ� 2 � p. 3



×àñòè÷íûé ïîðÿäîê

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê - ðå�ëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è àíòèñèììåòðè÷íîåáèíàðíîå îòíîøåíèå.×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (P,≤) - ýòî ìíîæåñòâî P ñçàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤.×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿþòñÿàöèêëè÷åñêèìè îðèåíòèðîâàííûìè ãðà�àìè.Ñòðîãèé ïîðÿäîê <, ñâÿçàííûé ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ≤:

x < y := x ≤ y è x 6= y- àíòèðå�ëåêñèâíîå àñèììåòðè÷íîå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå
ÏÒ� 2 � p. 4



Ïðèìåð. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ðàçáèåíèÿõ

�àçáèåíèåì ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõáëîêàìè) {S1, . . . , Sn}, òàêîå ÷òî

⋃

i∈[1,n]

Si = S, ∀i, j ∈ [1, n] Si ∩ Sj = ∅.

�àçáèåíèÿ îáîçíà÷àþò â âèäå S1 | S2 | . . . | Sn.�àçáèåíèå P1 áîëåå òî÷íîå ÷åì ðàçáèåíèå P2 (ýêâèâàëåíòíî, ðàçáèåíèå P2áîëåå ãðóáîå ÷åì ðàçáèåíèå P1) èëè P1 ≤ P2 åñëè äëÿ êàæäîãî áëîêàðàçáèåíèÿ P1 íàéäåòñÿ ñîäåðæàùèé åãî áëîê ðàçáèåíèÿ P2.Óòâåðæäåíèå. Îòíîøåíèå ≤ íà ðàçáèåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.Ïðèìåð. Äëÿ S = {a, b, c, d} èìååò ìåñòî {a, b} | {c} | {d} ≤ {a, b, c} | {d}.
ÏÒ� 2 � p. 5



Ïðèìåð. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ

Ìóëüòèìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâå S - ýòî ìíîæåñòâî S âìåñòå ñ �óíêöèåé
r : S → N ∪ {0}, çàäàþùåé êðàòíîñòü ýëåìåíòîâ S.Ìóëüòèìíîæåñòâî M íà S îáû÷íî îáîçíà÷àþò â âèäå {ama

| a ∈ M}, ãäå ma- êðàòíîñòü ýëåìåíòà a.Ìóëüòèìíîæåñòâî L = {ala | a ∈ L} åñòü ïîäìíîæåñòâî ìóëüòèìíîæåñòâà

M = {ama
| a ∈ M} (L ⊆ M), åñëè äëÿ âñåõ a èìååò ìåñòî la ≤ ma.Óòâåðæäåíèå. Îòíîøåíèå ⊆ íà ìóëüòèìíîæåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.Ïðèìåð. Äëÿ S = {a, b, c, d} èìååò ìåñòî {a1, b5, c2} ⊆ {a3, b6, c2, d2}.

ÏÒ� 2 � p. 6



Îòíîøåíèå ïîêðûòèÿ

Îòíîøåíèå ïîêðûòèÿ ≺, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ÷àñòè÷íîãîïîðÿäêà ≤:

x ≺ y := x ≤ y, x 6= y, 6 ∃z 6= x, y x ≤ z ≤ yèëè, ýêâèâàëåíòíî,

x ≺ y := x < y, 6 ∃z x < z < y.Òåîðåìà. Ïóñòü a < b â êîíå÷íîì ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå

(P,≤). Òîãäà P ñîäåæèò ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {x1, . . . , xl} òàêîå, ÷òî

a = x1 ≺ . . . ≺ xl = b.Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ y ñî ñâîéñòâîì

a < y < b.

ÏÒ� 2 � p. 7



Äèàãðàììà ÷. ïîðÿäêà

Äèàãðàììà (Õàññå) ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (P,≤) ýòîóêëàäêà íà ïëîñêîñòü ãðà�à îòíîøåíèÿ ïîêðûòèÿ (P,≺), èìåþùàÿñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

a ≺ b =⇒ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå a èìååò ìåíüøóþ âåðòèêàëüíóþêîîðäèíàòó ÷åì òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå b.

ÏÒ� 2 � p. 8



Ïðèìåð. Îòíîøåíèå ÷. ïîðÿäêà

a b 
 d ea 1 0 1 1 1b 0 1 1 1 1
 0 0 1 0 1d 0 0 0 1 1e 0 0 0 0 1

ÏÒ� 2 � p. 9



Ïðèìåð. �ðà� ÷. ïîðÿäêà

a b 
 d ea 1 0 1 1 1b 0 1 1 1 1
 0 0 1 0 1d 0 0 0 1 1e 0 0 0 0 1
a

d

e

cbàöèêëè÷åñêèé ãðà� ÏÒ� 2 � p. 10



Ïðèìåð. Äèàãðàììà ÷. ïîðÿäêà

a b 
 d ea 1 0 1 1 1b 0 1 1 1 1
 0 0 1 0 1d 0 0 0 1 1e 0 0 0 0 1
a

d

e

cbàöèêëè÷åñêèé ãðà�

a b

c d

eäèàãðàììà ïîðÿäêà
ÏÒ� 2 � p. 11



Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ÷. ïîðÿäêîâ

Îòíîøåíèå ≥, îáðàòíîå ê îòíîøåíèþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ íà ìíîæåñòâå
M , íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì (M,≤)d.Ïóñòü A - óòâåðæäåíèå î ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå (M,≤).Óòâåðæäåíèå Ad, äâîéñòâåííîå ê óòâåðæäåíèþ A, ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîéñèìâîëà ≤ íà ñèìâîë ≥.Óòâåðæäåíèå A èìååò ìåñòî äëÿ ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîãîìíîæåñòâà (M,≤) åñëè óòâåðæäåíèå Ad èìååò ìåñòî äëÿäâîéñòâåííîãî ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (M,≤)d.Äèàãðàììà äâîéñòâåííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãîñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè.Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿîïðåäåëåíèé è äîêàçàòåëüñòâ. ÏÒ� 2 � p. 12



Ëèíåéíûå ïîðÿäêè

Ëèíåéíûé èëè ïîëíûé ïîðÿäîê - ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñî ñâîéñòâîìïîëíîòû: äëÿ ëþáûõ x, y ëèáî x ≤ y ëèáî y ≤ x.Ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òàêæå íàçûâàþò öåïüþ. Â ñàìîì äåëå,ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò öåïü â àöèêëè÷åñêîìãðà�å ïîðÿäêà.Ñòðîãèé ïîðÿäîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíîìó ïîðÿäêó, íàçîâåì ñòðîãèìëèíåéíûì ïîðÿäêîì.

ÏÒ� 2 � p. 13



Ïðèìåð. Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê

Ïóñòü A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àë�àâèò), êîòîðîå ëèíåéíîóïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ≺. Ñëîâîì â àë�àâèòå A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ(ìîæåò áûòü ïóñòàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç A. Ìíîæåñòâî âñåõñëîâ îáîçíà÷àåòñÿ A∗.Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê < íà ñëîâàõ èç A∗ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

w1 < w2 äëÿ w1, w2 ∈ A∗ åñëèëèáî w1 åñòü ïðå�èêñ w2 (ò.å. w2 = w1v, ãäå v ∈ A∗), ëèáî ïåðâûé ñëåâàñèìâîë, êîòîðûé ó w1 è w2 îòëè÷àåòñÿ, ó w1 ìåíüøå îòíîñèòåëüíîëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≺, ÷åì ó w2 (ò.å. w2 = wav1, w1 = wbv2, ãäå

w, v1, v2 ∈ A∗, a, b ∈ A, a ≺ b).Óòâåðæäåíèå. Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ñëîâ A∗ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. ÏÒ� 2 � p. 14



Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà

Òåîðåìà Ïóñòü (S,≤) - êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.Òîãäà ýëåìåíòû S ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
S = {s1, . . . , sn}, si ≤ sj =⇒ i ≤ j.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó çàíóìåðîâàííûõ òàêèìîáðàçîì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S.Ïðèìåðû.

◦ ñáîð ñïðàâîê

◦ ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ
◦ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ

ÏÒ� 2 � p. 15



Ìîð�èçìû ïîðÿäêîâ

Îòîáðàæåíèå ϕ : M → N ìåæäó äâóìÿ óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè (M,≤1) è
(N,≤2) ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ M èìååò ìåñòî

x ≤1 y ⇒ ϕx ≤2 ϕy.Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ
x ≤1 y ⇐ ϕx ≤2 ϕy,òî ϕ - ïîðÿäêîâîå âëîæåíèå. Áèåêòèâíîå ïîðÿäêîâîå âëîæåíèå íàçûâàåòñÿïîðÿäêîâûì èçîìîð�èçìîì.Íå âñÿêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûìèçîìîð�èçìîì.

ÏÒ� 2 � p. 16



Ëèòåðàòóðà ïî ïîðÿäêàì

Ô.Ò. Àëåñêåðîâ, Ý.Ë. Õàáèíà, Ä.À. Øâàðö, Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, ãðà�û èêîëëåêòèâíûå ðåøåíèÿ, Ì., �Ó-ÂØÝ, 2006.�. Áèðêãî�, Òåîðèÿ ðåøåòîê, Ì., Íàóêà, 1984. (�àçäåë 1.1)�. Áèðêãî�, Ò.Ê. Áàðòè, Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà, Ì., Ëàíü, 2005.(�ëàâà 2)�. �ðåòöåð, Îáùàÿ òåîðèÿ ðåøåòîê, Ì., Ìèð, 1982.Î. Îðå, Òåîðèÿ ãðà�îâ, Ì., Ìèð, 1965. (�ëàâû 1,2,10)Ô. Õàðàðè, Òåîðèÿ ãðà�îâ, Ì., Ìèð, 1973.B. A. Davey and H. A. Priestley, Introdu
tion to Latti
es and Order, CambridgeUniversity Press, 1990.

ÏÒ� 2 � p. 17



Óïðàæíåíèÿ

◦ Îòíîøåíèå íåñðàâíèìîñòè äëÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè

◦ Îòíîøåíèå èçîìîð�èçìà ïîäãðà�ó ÿâëÿåòñÿ êâàçèóïîðÿäî÷åíèåì
◦ Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (îòíîñèòåëüíî òîãî æå ñàìîãîïîðÿäêà)

◦ ßâëÿåòñÿ ëè ñòðîãèé ïîðÿäîê àíòèñèììåòðè÷íûì?
◦ Äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ P èìååò ìåñòî

(P c)d = (P d)c.

◦ Îòíîøåíèå, îáðàòíîå ê îòíîøåíèþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

ÏÒ� 2 � p. 18



Óïðàæíåíèÿ

◦ Ïåðåñå÷åíèå ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì

◦ Ïîñòðîèòü äèàãðàììó îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîãîìàòðèöåé îòíîøåíèÿ

◦ Äîêàçàòü, ÷òî ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

◦ Ïåðå÷èñëèòü âñå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå èç 4 (5) ýëåìåíòîâ

◦ Ïóñòü äàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî A è P - ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõïîðÿäêîâ íà A. Ïóñòü äëÿ ρ, σ ∈ P èìååò ìåñòî ρ ≤ σ åñëè aρb âëå÷åò çàñîáîé aσb. Äîêàçàòü, ÷òî (P,≤) - ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

◦ Ïîñòðîèòü äèàãðàììó ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà.

ÏÒ� 2 � p. 19
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