
Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Ïðèêëàäíàÿòåîðèÿ ðåøåòîê.Ñ.Î. ÊóçíåöîâÒåìà 3. Ïîëóðåøåòêè è ðåøåòêè

ÏÒ� 3 � p. 1



�ðàíè è òî÷íûå ãðàíè

Ïóñòü (P,≤) - ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è A ⊆ P .Âåðõíÿÿ ãðàíü ïîäìíîæåñòâà A ⊆ P åñòü ìíîæåñòâî
{b ∈ P | ∀a ∈ A b ≥ a}.Òî÷íàÿ (èëè íàèìåíüøàÿ) âåðõíÿÿ ãðàíü ïîäìíîæåñòâà A ⊆ P åñòüíàèìåíüøèé ýëåìåíò b âåðõíåé ãðàíè A (åñëè îí ñóùåñòâóåò):1. ∀a ∈ A b ≥ a,2. ∀x ∈ P (∀a ∈ A x ≥ a) ⇒ x ≥ b.Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ òàêæå ñóïðåìóì A èîáîçíà÷àåòñÿ sup(A).Äâîéñòâåííî äëÿ òî÷íîé (íàèáîëüøåé) íèæíåé ãðàíè inf(A)ïîäìíîæåñòâà A ⊆ P , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå èí�èìóì A. ÏÒ� 3 � p. 2



Ïîëóðåøåòêè

×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (SL,≤) íàçûâàåòñÿ âåðõíåéïîëóðåøåòêîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà x, y ∈ SLñóùåñòâóþò ñóïðåìóì sup{x, y}.

Äâîéñòâåííî äëÿ íèæíåé ïîëóðåøåòêè, îïðåäåëÿåìîé îòíîñèòåëüíîèí�èìóìà:×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (SL,≤) íàçûâàåòñÿ íèæíåéïîëóðåøåòêîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà x, y ∈ SLñóùåñòâóþò èí�èìóì inf{x, y}.

ÏÒ� 3 � p. 3



Ïîëóðåøåòêè. Ïðèìåðû

íèæíÿÿ ïîëóðåøåòêà

ÏÒ� 3 � p. 4



Ïîëóðåøåòêè. Ïðèìåðû

íèæíÿÿ ïîëóðåøåòêà âåðõíÿÿ ïîëóðåøåòêà
ÏÒ� 3 � p. 5



�åøåòêè

×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (L,≤) íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè äëÿëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ x, y ∈ L ñóùåñòâóþò ñóïðåìóì sup{x, y} è èí�èìóìinf{x, y}.

ÏÒ� 3 � p. 6



�åøåòêè. Ïðèìåðû

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ íå íèæíåéè íå âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîêÿâëÿþùèéñÿ ðåøåòêîé
ÏÒ� 3 � p. 7



�åøåòêà ðàçáèåíèé 4-õ ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
A = {1, 2, 3, 4}
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ÏÒ� 3 � p. 8



�åøåòêà. Äðóãîå îïðåäåëåíèå

Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà íà íåì çàäàíûäâå îïåðàöèè ∨ è ∧, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì äëÿ ëþáûõ

x, y, z ∈ L:L1 x ∨ x = x, x ∧ x = x (èäåìïîòåíòíîñòü)L2 x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x (êîììóòàòèâíîñòü)L3 x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z (àññîöèàòèâíîñòü)L4 x = x ∧ (x ∨ y) = x ∨ (x ∧ y) (ïîãëîùåíèå)

ÏÒ� 3 � p. 9



�åøåòêà. Äðóãîå îïðåäåëåíèå

Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà íà íåì çàäàíûäâå îïåðàöèè ∨ è ∧, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì äëÿ ëþáûõ

x, y, z ∈ L:L1 x ∨ x = x, x ∧ x = x (èäåìïîòåíòíîñòü)L2 x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x (êîììóòàòèâíîñòü)L3 x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z (àññîöèàòèâíîñòü)L4 x = x ∧ (x ∨ y) = x ∨ (x ∧ y) (ïîãëîùåíèå)Òåîðåìà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåøåòêó êàê àëãåáðó (L,∨,∧) ñîñâîéñòâàìè L1-L4. Åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì ðåøåòêè, çàäàâàåìîé òàêèìîáðàçîì, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå “ ≤ ” ⊆ L × L, îïðåäåëÿåìîå êàê

x ≤ y

def

= x ∧ y = x (èëè, ýêâèâàëåíòíî, x ∨ y = y). ÏÒ� 3 � p. 10



Ïîëíûå ðåøåòêè

�åøåòêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé åñëè ó ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà åå ýëåìåíòîâ (âòîì ÷èñëå ïóñòîãî) åñòü ñóïðåìóì è èí�èìóì.
∨

∅ = 0

∧
∅ = 1

Âñå êîíå÷íûå ðåø¼òêè ïîëíû.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîëíîé ðåøåòêè ìîæíî ïèñàòü

∨
X,

∧
Xâ ñèëó àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèé ∨ è ∧.

ÏÒ� 3 � p. 11



Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ðåøåòîê

Óòâåðæäåíèå î ðåøåòêàõ, äâîéñòâåííîå ê äàííîìó ìîæíî ïîëó÷èòü,çàìåíÿÿ ñèìâîëû ≤, ∨, ∧, 0, 1 íà ≥, ∧, ∨, 1, 0.

Åñëè ìíîæåñòâî (V,≤) - (ïîëíàÿ) ðåøåòêà, òî äâîéñòâåííîå÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (V,≤)d = (V,≥) òàêæå ÿâëÿåòñÿ(ïîëíîé) ðåøåòêîé.

ÏÒ� 3 � p. 12



Ïîäðåøåòêà

Òðîéêà K = (K,∧,∨) åñòü ïîäðåøåòêà ðåøåòêè L = (L,∧,∨) åñëè K - íåïóñòîåïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà L, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: èç a, b ∈ Kñëåäóåò, ÷òî a ∧ b ∈ K, a ∨ b ∈ K (∧, ∨ áåðóòñÿ â L), à îïåðàöèè ∧ è ∨ íà Kÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè îïåðàöèé è ðåøåòêè L.

ÏÒ� 3 � p. 13



Áóëåâà ðåøåòêà ðàçìåðíîñòè 3 è åå ïîäðåøåòêà
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ÏÒ� 3 � p. 14



Áóëåâà ðåøåòêà ðàçìåðíîñòè 3 è åå ïîäðåøåòêà
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ÏÒ� 3 � p. 15



Ìîð�èçìû ðåøåòîê

Îòîáðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ ïîëíûìè ðåøåòêàìè ñîõðàíÿåò ñóïðåìóìû(ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóì-ìîð�èçìîì) åñëè

ϕ
∨

X =
∨

ϕ(X)Äâîéñòâåííî äëÿ ∧-ìîð�èçìîâ.Ïîëíûé ãîìîìîð�èçì (ãîìîìîð�èçì ïîëíûõ ðåøåòîê) - îòîáðàæåíèåìåæäó äâóìÿ ïîëíûìè ðåøåòêàìè, ÿâëÿþùååñÿ ñóïðåìóì- è èí�èíóì-ìîð�èçìîì.Èçîìîð�èçì ïîëíûõ ðåøåòîê - áèåêòèâíûé ïîëíûé ãîìîìîð�èçì.
ÏÒ� 3 � p. 16



Äèñòðèáóòèâíîñòü

�åøåòêà, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé.

ÏÒ� 3 � p. 17



Äèñòðèáóòèâíîñòü

�åøåòêà, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé.

Ïðèìåð. Êîëüöî ìíîæåñòâ - ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I,ñîäåðæàùåå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè S è T èõòåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïåðåñå÷åíèå S ∩ T è îáúåäèíåíèå S ∪ T .
ÏÒ� 3 � p. 18



Ìîäóëÿðíîñòü

�åøåòêà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

åñëè x ≤ z, òî x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ zíàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé.

ÏÒ� 3 � p. 19



Ïåíòàãîí è äèàìàíò

ïåíòàãîí äèàìàíò�åøåòêà L ñîäåðæèò ïåíòàãîí (äèàìàíò) åñëè â ðåøåòêå íàéäåòñÿïîäðåøåòêà, äèàãðàììà êîòîðîé - ïåíòàãîí èëè äèàìàíò.
ÏÒ� 3 � p. 20



Äèñòðèáóòèâíîñòü è ìîäóëÿðíîñòü ðåøåòîê

Òåîðåìà.1. �åøåòêà äèñòðèáóòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äèàãðàììà íåñîäåðæèò íè ïåíòàãîíà, íè äèàìàíòà2. �åøåòêà ìîäóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äèàãðàììà íåñîäåðæèò ïåíòàãîíà.

ÏÒ� 3 � p. 21
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ÏÒ� 3 � p. 22
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