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Ôîðìàëüíûé Àíàëèç Ïîíÿòèé. 1[Wille 1982℄, [Ganter, Wille 1996℄

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà G, M .Ïóñòü I ⊆ G×M - áèíàðíîå îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè G è M .Òðîéêà K := (G,M, I) íàçûâàåòñÿ (�îðìàëüíûì) êîíòåêñòîì.Èíòåðïðåòàöèÿ:

M � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, G � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ
gIm èëè (g,m) ∈ I ⇐⇒ îáúåêò g îáëàäàåò ïðèçíàêîì m.
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Ôîðìàëüíûé Àíàëèç Ïîíÿòèé. 2[Wille 1982℄, [Ganter, Wille 1996℄

Äàí êîíòåêñò K := (G,M, I), ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ
ϕ : 2G → 2M è ψ : 2M → 2G:

ϕ(A)

def

= {m ∈M | gIm äëÿ âñåõ g ∈ A}, ψ(B)

def
= {g ∈ G | gIm äëÿ âñåõ m ∈ B}.Äëÿ ëþáûõ A1, A2 ⊆ G, B1, B2 ⊆M1. A1 ⊆ A2 ⇒ ϕ(A2) ⊆ ϕ(A1)2. B1 ⊆ B2 ⇒ ψ(B2) ⊆ ψ(B1)3. A1 ⊆ ψϕ(A1) è B1 ⊆ ϕψ(B1)Îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ çàäàþò ñîîòâåòñòâèå �àëóà ìåæäó (2G,⊆) è (2M ,⊆).
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Ôîðìàëüíûé Àíàëèç Ïîíÿòèé. 3[Wille 1982℄, [Ganter, Wille 1996℄

Ïóñòü äàí êîíòåêñò K := (G,M, I). Ïî òðàäèöèè ÔÀÏ âìåñòî ϕ è ψèñïîëüçóåòñÿ åäèíîå îáîçíà÷åíèå (·)′, òàê ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A ⊆ G,
B ⊆M

A′ def= {m ∈M | gIm äëÿ âñåõ g ∈ A}, B′ def= {g ∈ G | gIm äëÿ âñåõ m ∈ B}.(Ôîðìàëüíîå) ïîíÿòèå åñòü ïàðà (A,B):
A ⊆ G, B ⊆M, A′ = B, è B′ = A.

A íàçûâàåòñÿ (�îðìàëüíûì) îáúåìîì, à B íàçûâàåòñÿ(�îðìàëüíûì) ñîäåðæàíèåì ïîíÿòèÿ (A,B).Ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì

(A1, B1) ≥ (A2, B2) ⇐⇒ A1 ⊇ A2 (B2 ⊇ B1). ÏÒ� 4 � p. 4



Ïðèìåð. Êîíòåêñò

G \ M a b 
 d1 �A × ×2 @ × ×3 × ×4 × × ×

Îáúåêòû: Ïðèçíàêè:1 � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê2 � ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,3 � ïðÿìîóãîëüíèê,4 � êâàäðàò,

a � ðîâíî 3 âåðøèíû,b � ðîâíî 4 âåðøèíû,
 � èìååò ïðÿìîé óãîë,d � âñå ñòîðîíû ðàâíû
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Ïðèìåð. Äèàãðàììà ÷.ï. íà ïîíÿòèÿõ({1,2,3,4}, ∅)

({1,4}, {d}) ({2,3,4}, {
}) ({1,2}, {a})

({3,4}, {b,
})

({4}, {b,
,d}) ({1}, {a,d}) ({2}, {a,
})

(∅, M)G \ M a b 
 d1 ��AA × ×2 @@ × ×3 × ×4 × × ×

a � ðîâíî 3 âåðøèíû,b � ðîâíî 4 âåðøèíû,
 � èìååò ïðÿìîé óãîë,d � âñå ñòîðîíû ðàâíû ÏÒ� 4 � p. 6



Ñâîéñòâà îïåðàöèé (·)′

Ïóñòü (G,M, I) - �îðìàëüíûé êîíòåêñò, A,A1, A2 ⊆ G - ìíîæåñòâàîáúåêòîâ, B ⊆M - ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, òîãäà1. Åñëè A1 ⊆ A2, òî A′
2
⊆ A′

1

;2. Åñëè A1 ⊆ A2, òî A′′

1
⊆ A

′′

23. A ⊆ A′′4. A′′′ = A′ (à ñëåäîâàòåëüíî, A′′′′ = A′′);5. (A1 ∪A2)
′ = A′

1
∩A′

2

;6. A ⊆ B′ ⇔ B ⊆ A′ ⇔ A×B ⊆ I.Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîäìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ.
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Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå

Îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà ìíîæåñòâå G íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
ϕ : P(G) → P(G), êîòîðîå êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊆ G ñîïîñòàâëÿåò åãîçàìûêàíèå ϕX ⊆ G, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. ϕϕX = ϕX (èäåìïîòåíòíîñòü)2. X ⊆ ϕX (ýêñòåíñèâíîñòü)3. X ⊆ Y ⇒ ϕX ⊆ ϕY (ìîíîòîííîñòü)Ýëåìåíò X ⊆ G íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì åñëè ϕX = X.Ïðèìåð. Ïóñòü äàí êîíòåêñò (G,M, I), òîãäà îïåðàòîðû

(·)′′ : 2G → 2G, (·)′′ : 2M → 2M ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè çàìûêàíèÿ.
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Ñóïðåìóì- è èí�èíóì-ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà

Ïîäìíîæåñòâî X ⊆ L ýëåìåíòîâ ðåøåòêè (L,≤) íàçûâàåòñÿñóïðåìóì-ïëîòíûì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ðåøåòêè v ∈ L ïðåäñòàâèì êàê

v =
∨

{x ∈ X | x ≤ v}.Äâîéñòâåííî äëÿ èí�èíóì-ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà Ôîðìàëüíîãî Àíàëèçà Ïîíÿòèé[Wille 1982℄, [Ganter, Wille 1996℄

�åøåòêà ïîíÿòèé B(G,M, I) åñòü ïîëíàÿ ðåøåòêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà�îðìàëüíûõ ïîíÿòèé

{(Aj , Bj) | j ∈ J} ⊆ B(G,M, I)òî÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè çàäàþòñÿ êàê
∧

j∈J

(Aj , Bj) = (
⋂

j∈J

Aj , (
⋃

j∈J

Bj)
′′),

∨

j∈J

(Aj , Bj) = ((
⋃

j∈J

Aj)
′′,

⋂

j∈J

Bj).

Ïîëíàÿ ðåøåòêà V èçîìîð�íà ðåøåòêå B(G,M, I) òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäàñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ γ : G→ V è µ : M → V òàêèå, ÷òî γ(G) ñóïðåìóì-ïëîòíîâ V , µ(M) èí�èìóì-ïëîòíî â V , à gIm⇔ γg ≤ µm äëÿ âñåõ g ∈ G è âñåõ m ∈M .Â ÷àñòíîñòè, V ∼= B(V, V,≤).
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Íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû ðåøåòêè

Ïóñòü (L,≤) - ïîëíàÿ ðåøåòêà. Ýëåìåíò x ∈ L íàçûâàåòñÿñóïðåìóì-íåðàçëîæèìûì, åñëè

x 6=
∨

{y | y < x}.Äâîéñòâåííî, ýëåìåíò x ∈ L íàçûâàåòñÿ èí�èíóì-íåðàçëîæèìûì, åñëè

x 6=
∧

{y | y > x}.Ìíîæåñòâà ñóïðåìóì- è èí�èíóì-íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè (L,≤)îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç J(L) è M(L).Ìíîæåñòâî J(L), à òàêæå ëþáîå åãî íàäìíîæåñòâî - ñóïðåìóì-ïëîòíûå.Ìíîæåñòâî M(L), à òàêæå ëþáîå åãî íàäìíîæåñòâî - èí�èíóì-ïëîòíûå.Èç îñíîâíîé òåîðåìû ÔÀÏ ñëåäóåò, ÷òî
L ∼= B(J(L),M(L),≤). ÏÒ� 4 � p. 11



�åäóöèðîâàíèå ïðèçíàêîâ

Ïðèçíàê m ∈M , K = (G,M, I), ðåäóöèðóåì åñëè

m′ = G èëè m′ =
⋂

{n′ | n ∈M & n′ ⊃ m′}Åñëè m � ðåäóöèðóåì, òî B(G,M, I) ∼= B(G,M \ {m}, I ∩ (G× (M \ {m})))Äâîéñòâåííî äëÿ îáúåêòîâ. Íåðåäóöèðóåìûé ïðèçíàê ñîîòâåòñòâóåòèí�èíóì-íåðàçëîæèìîìó ýëåìåíòó ðåøåòêè, à íåðåäóöèðóåìûé îáúåêò -ñóïðåìóì-íåðàçëîæèìîìó ýëåìåíòó ðåøåòêè.Ïðèìåð. Ïðèçíàê mk ðåäóöèðóåì, òàê êàê m′

k = m′

i ∩m
′

j

G \M . . . mi . . . mj . . . mk . . .

g1 . . . × . . . . . . . . .

g2 . . . × . . . × . . . × . . .

g3 . . . × . . . × . . . × . . .

g4 . . . . . . × . . . . . . ÏÒ� 4 � p. 12



Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ðåøåòîê ïîíÿòèé

Ïóñòü (G,M, I) - �îðìàëüíûé êîíòåêñò, òîãäà (M,G, I−1) - òàêæå�îðìàëüíûé êîíòåêñò. Èìååò ìåñòî

B(M,G, I−1) ∼= B(G,M, I)d,à îòîáðàæåíèå (B,A) → (A,B)çàäàåò èçîìîð�èçì: ìåíÿÿ ìåñòàìè îáúåêòû è ïðèçíàêè, ìû ïîëó÷àåìäâîéñòâåííóþ ðåøåòêó ïîíÿòèé.
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Èìïëèêàöèè íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðèçíàêîâ

Èìïëèêàöèÿ A→ B, ãäå A,B ⊆M , èìååò ìåñòî åñëè A′ ⊆ B′, ò.å. êàæäûéîáúåêò, îáëàäàþùèé âñåìè ïðèçíàêàìè èç ìíîæåñòâà A, òàêæå îáëàäàþò âñåìèïðèçíàêàìè èç ìíîæåñòâà B.Èìïëèêàöèè è ðåøåòêà ïîíÿòèé: Åñëè A→ B, òî èí�èìóì âñåõ ïðèçíàêîâûõïîíÿòèé ïðèçíàêîâ èç A â äèàãðàììå ðåøåòêè ïîíÿòèé ëåæèò íèæå èí�èìóìàâñåõ ïðèçíàêîâûõ ïîíÿòèé ïðèçíàêîâ èç B.Èìïëèêàöèè óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëàì Àðìñòðîíãà:
X → X

,
X → Y

X ∪ Z → Y
,

X → Y, Y ∪ Z →W

X ∪ Z →W
,
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�åøåòêà ïîíÿòèé è èìïëèêàöèè({1,2,3,4}, ∅)

({1,4}, {d}) ({2,3,4}, {
}) ({1,2}, {a})

({3,4}, {b,
})

({4}, {4}′) ({1}, {1}′) ({2}, {2}′)

(∅, M)G \ M a b 
 d1 ��AA × ×2 @@ × ×3 × ×4 × × ×

a � ðîâíî 3 âåðøèíû,b � ðîâíî 4 âåðøèíû,
 � èìååò ïðÿìîé óãîë,d � âñå ñòîðîíû ðàâíû
Èìïëèêàöèè

abc → d

b → c

cd → bÏÒ� 4 � p. 15



�åíåðàòîðíûé áàçèñ èìïëèêàöèé

Ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ D ⊆M åñòü ãåíåðàòîð çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâàïðèçíàêîâ B ⊆M , B′′ = B åñëè D ⊆ B, D′′ = B = B′′.Ïîäìíîæåñòâî D ⊆M åñòü ìèíèìàëüíûé ãåíåðàòîð, åñëè äëÿ ëþáîãî E ⊂ Dèìååò ìåñòî E′′ 6= D′′ = B′′.�åíåðàòîð D ⊆M íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì åñëè D 6= D′′ = B′′.Ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ìèíèìàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ B îáîçíà÷èìnmingen(B).�åíåðàòîðíûé áàçèñ èìïëèêàöèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{F → (F ′′ \ F ) | F ⊆M,F ∈ nmingen (F ′′)}.
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Ìèíèìàëüíûé áàçèñ èìïëèêàöèé

Áàçèñ Äþêåííà-�èãà (Duquenne-Guigues base): ìèíèìàëüíîå ïî ðàçìåðóìíîæåñòâî èìïëèêàöèé, èç êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ àêñèîì Àðìñòðîíãà âûâîäèìû âñåèìïëèêàöèè êîíòåêñòà.Ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ P ⊆M íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñîäåðæàíèåì åñëè P 6= P ′′ èäëÿ ëþáîãî ïñåâäîñîäåðæàíèÿ Q òàêîãî ÷òî Q ⊂ P èìååò ìåñòî Q′′ ⊂ P .Áàçèñ Äþêåííà-�èãà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{P → (P ′′ \ P ) | P - ïñåâäîñîäåðæàíèå }.
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