
Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Äîìàøíåå çàäàíèå 2, 2011-2012 ó÷åáíûé ãîä

1. Êàêèå ïîëèíîìû âòîðîãî ïîðÿäêà îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn?

2. Âûâåñòè àíàëîã èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ãðèíà â îáëàñòè Ω ⊂ R3

ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∆u+ k2u ñ k > 0 (âìå-

ñòî ∆u) è ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆u + k2u = 0,

íåîãðàíè÷åííîãî ïðè x → 0 (âìåñòî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà). Èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è 5 ïðåäûäóùåãî äîìàøíåãî

çàäàíèÿ.

3. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ n�ìåðíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå xn > 0 ôóíêöèåé Ãðèíà ñëóæèò ôóíêöèÿ

G(x, ξ) = Φ(x− ξ)− Φ(x∗ − ξ),

ãäå Φ � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à x∗ � çåðêàëüíîå

îòðàæåíèå òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xn = 0.

Âû÷èñëèòü åå ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà

∂G(x, ξ)

∂νξ

∣∣∣∣
ξn=0

è êîìïàêòíî çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è.

4. Ðàññìîòðåòü âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó

−∆u = f â Ω,
∂u

∂ν
+ σu = g íà ∂Ω,

ãäå σ > 0, σ ̸≡ 0 è g � ôóíêöèè, çàäàííûå íà ∂Ω. Ïðåäëîæèòü êîí-

ñòðóêöèþ ôóíêöèè Ãðèíà (ò.å. ôàêòè÷åñêè ñíîâà êîððåêòîðà ê ôóíäà-

ìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ), ïîçâîëÿþùóþ èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ãðèíà ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

1



5. Ïåðåïèñàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà, âûâåäåííóþ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà-

÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå

∆u = 0 â BR(0), u = g íà ∂BR(0),

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ â ñëó÷àå äâóìåðíîãî êðóãà BR(0).

6. Äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∆u ≡ ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 < x < X, 0 < y < Y

íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè âèäà α(x)β(y) òà-

êèå, ÷òî α(0) = α(X) = 0.
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