
Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Çàäàíèå 4

1. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî u(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå |z| <
R, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â íåì â ðÿä Òåéëîðà

u(z) =
∞∑
n=0

cnz
n.

Óñòàâèòü ñâÿçü ìåæäó êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè cn è êîýôôèöè-
åíòàìè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ãàðìîíè÷å-
ñêîé â ýòîì êðóãå ôóíêöèè û(r, φ) = u(x, y) = Reu(z).

2. Â ïðåäûäóùåì çàäàíèè áûëî ïðåäëîæåíî ïîñòðîèòü ôîðìàëüíîå ðåøå-
íèå â âèäå ðÿäà êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà â êðóãå

∆r,φu = 0 ïðè 0 < r < R,

∂u

∂r
(R,φ) = g(φ), 0 6 φ < 2π.

Äàòü îáîñíîâàíèå ýòîãî ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ, óêàçàâ óñëîâèÿ íà ôóíê-
öèþ g, ïðè êîòîðûõ ýòîò ðÿä: 1) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â îòêðûòîì êðóãå 0 6 r < R è óäîâëåòâîðÿåò
â íåì óðàâíåíèþ Ëàïëàñà; 2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé â çàìêíóòîì êðóãå 0 6 r 6 R è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëî-
âèþ Íåéìàíà ïðè r = R.

3. Âûïèñàòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ êðàå-
âîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðÿìîóãîëüíèêå

∆u ≡ ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 â Ω = (0, X)× (0, Y ),

u(x, 0) = g0(x), u(x, Y ) = g1(x) ïðè 0 < x < X,

u(0, y) = g2(y), u(X, y) = g3(y) ïðè 0 < y < Y.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ïåðâîé ÷àñòíîé çàäà÷è � ñ g0(x) = 0,
g1(x) = 0, äàííîå íà ïðåäûäóùåì ñåìèíàðå, è âûïèñàííîå ïî àíàëîãèè
ñ íèì ðåøåíèå âòîðîé ÷àñòíîé çàäà÷è

∆u = 0 â (0, X)× (0, Y ),

u(x, 0) = g0(x), u(x, Y ) = g1(x) ïðè 0 < x < X,

u(0, y) = 0, u(X, y) = 0 ïðè 0 < y < Y.
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4. Ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

−u′′(x) = λu(x), 0 < x < X, u(0) = 0, u′(X) + σu(X) = 0,

ãäå σ > 0.

Âû÷èñëèòü òàêæå èíòåãðàëû îò êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïî îò-
ðåçêó [0, X].

5. Âûâåñòè ðåçóëüòàò î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îò ãðàíè÷íîé ôóíêöèè â n�ìåðíîì øàðå èç ôîð-
ìóëû Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (à íå èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà,
êàê â �5 ëåêöèé).
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