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1. Äëÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî u(z), àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
Ω íà êîìïëåêñíîé îáëàñòè, ñïðàâåäëèâà èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

u(z) =
1

2πi

∫
Γ

u(ζ)

ζ − z
dζ,

ãäå Γ � êóñî÷íî�ãëàäêèé êîíòóð â Ω, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî òàêæå ëåæèò
â Ω, à z ëåæèò âíóòðè Γ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü åé, âûâåñòè ïåðâóþ ôîðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(x, y) = Reu(z).

2. Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó äëÿ åå ãðàäèåíòà:

∇u(x) =
1

|BR(x)|

∫
∂BR(x)

u(ξ)ν(ξ) ds

äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî øàðà BR(x) ⊂ Ω, ãäå ν(ξ) � (åäèíè÷íàÿ) âíåøíÿÿ
íîðìàëü ê ∂BR(x) â åå òî÷êå ξ.

3. Ïóñòü u = (u1, . . . , um) � âåêòîð�ôóíêöèÿ ñ ãàðìîíè÷åñêèìè â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè Ω êîìïîíåíòàìè u1, . . . , um ∈ C2(Ω) ∪ C(Ω̄). Äîêàçàòü,
÷òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà:max

Ω̄
|u(x)| = max

∂Ω
|u(x)|.

4. Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Rn, îãðàíè÷åííàÿ íà Rn. Òîãäà
u(x) ≡ const â Rn.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Õàðíàêà.

5. Ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

−∆u(x) = λu(x) â Ω = (0, X1)× · · · × (0, Xn), u = 0 íà ∂Ω,

â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ è ñîîòâåòñòâóþùèå
íåòðèâèàëüíûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè u = uλ ∈ C2(Ω) ∪ C(Ω̄), uλ(x) ̸≡ 0
â Ω.

Ðåøèòü åå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ò.å. íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè âèäà uλ(x) = u1(x1) . . . un(xn) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ λ.
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