
Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Çàäàíèå 8

1. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
− a2∆u = 0 â Rn × R+, u(x, 0) = u0(x) â Rn

â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ êóáà K = [−a, a]n (a > 0), ò.å. u0(x) = 1 ïðè x ∈ K ëèáî u0(x) = 0
ïðè x ∈ Rn \K.

×åìó ðàâåí lim
t→+∞

sup
x∈Rn

|u(x, t)|?

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(QT )∩C(Q̄T ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
− a2∆u = f(x, t) â QT = Ω× (0, T ], (1)

u(x, t) = g(x, t) íà ΓT = ∂Ω× (0, T ], (2)

u(x, 0) = u0(x) íà Ω̄, (3)

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω â Rn. Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
w ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèì íåðàâåíñòâàì

∂w

∂t
− a2∆w > f(x, t) â QT ,

w(x, t) > g(x, t) íà ΓT ,

w(x, 0) > u0(x) íà Ω̄,

òî w(x, t) > u(x, t) â Q̄T (è ïîýòîìó w íàçûâàþò ñóïåððåøåíèåì çàäà÷è
(1)�(3)).

Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ ñóáðåøåíèé òîé æå
íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è.

3. Âûïèñàòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ñ g = 0
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω = R+ × Rn−1 � ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ íå÷åòíûì ïðîäîëæåíèåì f , u0 è ðåøåíèÿ u
ïî x1 íà x1 < 0 è òåì ñàìûì ñâåñòè ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å Êîøè.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü è îáîñíîâàòü ïðèíöèï Äþàìåëÿ äëÿ íà÷àëüíî�êðàåâîé
çàäà÷è (1)�(3), ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, à g = 0.
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5. Ðåøåíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3), ãäå Ω� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â Rn, ñ f = 0, g = 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=1

u0kvk(x)e
−a2λkt, u0k =

∫
Ω u0(x)vk(x) dx∫

Ω v
2
k(x) dx

,

ãäå λk è vk(x) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîîò-
âåòñòâóþùåé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ, âûâåñòè èç ýòèõ ôîðìóë ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà äëÿ ñëó÷àÿ f ̸≡ 0, g = 0
è u0 = 0.

6. Âûïèñàòü ðåøåíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) â âèäå ðÿäà ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω � êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì
â 0, g = 0, à ôóíêöèè f , u0 è ðåøåíèå u íå çàâèñÿò îò óãëîâîé ïåðåìåííîé.
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